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1. Concepto de funcion

Ma3és de una vez habremos escuchado que el area de un cuadrado depende de la longitud de su lado;
que el costo de produccion de un producto estd en funcién del precio de los materiales usados para su
fabricacién; o que la distancia recorrida por un automdévil que viaja a rapidez constante depende del
tiempo que estd en movimiento.

Todas estas ideas apuntan a una relaciéon de dependencia entre variables. Dicha idea fue considerara
por mucho tiempo como significado del concepto de funcion, pero no devela caracteristicas mas genéricas,
profundas e interesantes de la relacién entre elementos de dos conjuntos.

Una funciéon f puede entenderse como una méquina que realiza un proceso de transformaciéon de
elementos de un conjunto de entrada A a otro conjunto de llegada B, donde todo elemento del conjunto
A tiene un unico resultado al ser transformado por f en un elemento de B. Asi podemos decir que los
elementos de A son procesados por f para ser transformados en elementos de B.

Por ejemplo, al presionar la tecla n de un teclado de notebook estamos generando una senal eléctrica
tnica (elemento del conjunto de entrada) que es interpretada por el computador (funcién) para entregar
finalmente la impresién de la letra n en la pantalla (conjunto de llegada). Acé la transformacion es desde el
conjunto de los impulsos eléctricos del teclado hasta el conjunto de los caracteres impresos en la pantalla
LCD del notebook. Notemos que en esta experiencia cotidiana tenemos la certeza que al presionar la
tecla con el simbolo m aparecerd en la pantalla ese simbolo y no otro, tanto que podemos asegurar que
todo elemento del conjunto de partida, llamado Dominio, tienen una Gnica “imagen” en el conjunto de
llegada, denominado Codominio.

Si A y B son dos conjuntos no vacios, podemos definir
matematicamente una relacion f de los elementos de
A en B como una funcién si:

= FEl dominio coincide con el conjunto de partida
de la relacién, es decir Dom(f) = A.

= Todo elemento del dominio posee una tnica
imagen en el codominio.

1.1. Notacién

Hay variadas formas de representar una funcién f de A en B, la que usaremos es la siguiente:

A — B
I a — f(a)=0b

Entonces f(a) representa la transformacién del elemento a por la
funcién f lo que da como resultado b. En este sentido diremos que a es
preimagen de by asuvez bo f(a) es la imagen de a al ser procesada
por f.

Otra manera de mostrar una funcién es mediante un diagrama
llamado sagital, en donde se representan el conjunto de partida y el de
llegada con flechas que relacionan cada preimagen con su respectiva
imagen.

AW —
NX X ¥ )



()
Y

open green puntaje
road nacional.cl

1.2. Dominio

Dada una funcién f de A en B se define mateméticamente el conjunto dominio Dom/(f) como:

A — B
f a — f(a)=0b

Entonces
Dom(f)={a€ AlFbe B: f(a) = b}

Lo cual se lee “Dom(f) es igual al conjunto de todos los a en el conjunto A tal que existe un b en
el conjunto B, de tal manera que f(a) = b". En otras palabras para f(a) = b el dominio son todos los
valores que puede tomar a en la funcién.

1.3. Recorrido o conjunto imagen

Es el conjunto de todas las imédgenes de una funcién. Es un subconjunto del conjunto de llegada que
denominamos anteriormente como codominio y por tal razén pueden ocurrir dos cosas:

= que el recorrido sea un conjunto mas pequeinio que el codominio.
= que el recorrido coincida completamente con el codominio.
Mateméticamente el recorrido Rec(f) se define como:

Rec(f)y={be B:b= f(a) Vae A}

Lo cual se lee “Rec(f) es el conjunto de todos los b en el conjunto B tal que b es imagen de a, para
todo a en el conjunto A.”

S Ejemplo

Determinar si el siguientes diagrama sagital representa una funcion.

f

NOw>» |W

)

N

Solucién: Para que la relacion f entre los conjuntos A y B sea una funcién debe cumplir con:

= Todos los elementos del conjunto de partida deben tener una imagen en el conjunto de llegada, es
decir Dom/(f) = A.

= Todo elemento del dominio posee una tinica imagen en el codominio.

La primera afirmacién se cumple ya que todos los elementos del conjunto A tienen asociado un elemento
en el conjunto B.

Respecto al segundo punto, el elemento 1 tiene asociado las imagenes a y d, lo cual no puede ocurrir
para que una relacién sea funcién.

De acuerdo a lo anterior, el diagrama sagital no representa una funcién.
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2. Clasificacion de funciones

Podemos clasificar las funciones de manera general en base a la relacion que existe entre el dominio,
codominio y recorrido. Para esto consideremos una funcién f de A en B.
2.1. Epiyectiva o sobreyectiva

Llamamos a una funcién epiyectiva cuando todo elemento de B es imagen de algin elemento de A.
Esto quiere decir que el codominio es igual al recorrido. Un ejemplo de diagrama sagital de una
funcién epiyectiva es:

En lenguaje algebraico diremos que una funcién f de A en B es epiyectiva cuando:

Rec(f) =B

2.2. Inyectiva

Decimos que una funcién es inyectiva cuando cada elemento del recorrido es la imagen de sélo un
elemento de A. En un diagrama sagital se caracteriza porque sélo llega una flecha a cada imagen.

f

A B
l —> P
2 q
3 r
4 s

t

Notar que no es necesario que el codominio sea igual al recorrido. A las funciones inyectivas también
se les conoce como funciones uno a uno. En lenguaje algebraico diremos que una funciéon f de A en B
es inyectiva si:

Dicho en sentido contrario:
f@)#fly) =z#y

En lenguaje cotidiano podriamos traducirlo de esta manera: “Si las imagenes de dos elementos a y b
son iguales, entonces no queda otra que los elementos a y b sean iguales”.
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2.3. Biyectiva

Se denomina funcién biyectiva a la funcién que cumple con ser inyectiva y epiyectiva a la vez. Esto
quiere decir que es uno a uno y que todos los elementos del codominio tienen preimagen. Una repre-
sentacién sagital posible es:

A B
I —> P
2 q
3 r
4 —

Algebraicamente diremos que una funcién es biyectiva si se cumple que:
» Rec(f)=B
= f@)=fly) =z=y

2.4. ;Cémo hallar el dominio y el recorrido de una funcién?

Cuando pensamos en buscar el dominio de una funcién, estamos pensando en qué valores puede
y no puede tomar z. Para esto debemos fijarnos en los casos extremos, en dénde se indeterminan
las funciones y cudndo los valores no pertenecen al conjunto R. Por otro lado, cuando pensamos en el
recorrido de una funcién estamos pensando en todos los valores que puede tomar b = f(a). Veamos el
siguiente ejemplo:

S Ejemplo
iy 1
1. Dada la funcion real f(x) = -
a) Determine Dom(f).

Solucién: Notar que la funcién es real, eso quiere decir que va de R en R, pero si x = 0,
tendremos que

OI—=] |~

Pero la division por cero no estd definida, por lo tanto x no puede ser cero. Para los otros
valores no hay problema, entonces:

Dom(f) = R - {0}
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b) Determine Rec(f).

Solucién: Para saber qué valores no puede tomar y = f(x) despejamos x.

1
f(fc)—;
1

Y=
x

zy =1
1

= -
Y

De este resultado podemos notar que y no puede ser cero, ya que la expesion se indeterminaria,
entonces:

Rec(f) =R — {0}
1
r—1

2. Dada la funcion real g(x) =

a) Deremine Dom(g).

Solucién: Nos debemos fijar en los valores para los que la expresion se indetermina.

En el caso de las fracciones, éstas se indeterminan cuando el denominador es cero, entonces
estamos buscando que:

z—1=0

z=1
El dominio de la funcién seran todos los reales menos el valor que indetermina la funcién:
Dom(g) =R — {1}

b) Hallar Rec(g).

Solucién: Para esto despejamos x recordando que g(x) = y.

1
1
Sz —1
y(z—-1)=1
1
r—1=-
Y
1
r=—-—+1
Y
I+y
rT=—"
Y

Notar que y no puede ser cero, entonces

Rec(g) = R — {0}
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3. Respecto a la funcién real f(z) = Va? —1

a) Determine Dom(f).

Solucién: Las raices se indeterminan cuando la cantidad subradical es menor que cero. En-
tonces la funcién de indeterminara con todos los x para los cuales la cantidad subradical sea
menor a cero.

z2—-1<0
? <1
Va2 <v/1
x| <1
No olvidemos que por definicién la raiz cuadrada de un término al cuadrado es igual al valor
absoluto del término. Ademés habiamos visto que:
|z] <a= —a<z<a
Aplicando a nuestro caso:
-l<z<l1
] - 17 1[

Para todos estos valores de x, la funcién se indetermina, por lo tanto, el dominio sera igual a
todos los reales que no pertenecen al intervalo | — 1, 1], es decir:

Dom(f) =] — o0, —1] U [1,004]

3. Composicion de funciones

Retomando la analogia de las funciones como méaquinas que tranforman los valores de entrada, la
composicién de funciones consistiria en agregar otra transformacién al proceso. Por ejemplo, sea f :
A — B una funcién que procesa los elementos de A y los tranforma en elementos de B mediante una
regla. Los valores de salida que entrega f podrian ser procesados por otra funcién g : B — C' que toma
los elementos de salida de f y los lleva a un conjunto C' mediante una transformacién dada por g.

gof
alf(x))

y

—

BowWw N
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Sean A, B y C conjuntos no vacios y consideremos
las funciones f : A — B y g : B — C, denotamos
a la funcion g o f como aquella que toma los valores
de f(x) y los transforma por g, de tal manera que la
podemos simbolizar de todas estas formas:

gof=(gof)(z)=g(f(x)) VrxeA

S~ Ejemplo

1. Sean f(x) =2z +1 y g(x) = 2% + 3 dos funciones reales.

a) Determinar go f.

Solucién: Segun la definicién de composicién go f = g (f(x)), tenemos:

gof=yg(f(x))
=g(2x+1)
=2z +1)>+3
= (2z)* +2(2x) + 12+ 3
= 42% + 4o + 4

b) Determinar (f o g)(z).

Solucién: Segin la definicién:

(fog)(z)=[(g9(z))
= f(z* +3)
=2(2*+3)+1
=222 +6+1
=22+ 7

Con este ejemplo podemos notar que la composiciéon de funciones no es conmutativa, es
decir:

gof#foyg
Pero la composicién de funciones si es asociativa, esto quiere decir que:

fo(goh)=(fog)oh

A continuacién presentamos un ejemplo en donde se puede comprobar el comportamiento
asociativo de la composicién de funciones.
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2. Dadas las funciones reales f(z) = 2> +2x + 1, g(z) =2 —3 y h(z) =z + 2

a) Determinar f o (goh).

Solucidn:

=2z +1)*+22x+1)+1
=4 A +1+4r+2+1
—4x% +8x + 4

b) Determinar (f o g) o h.

Solucioén:

(fog)oh= f(g(z))oh(z)
= f(2z = 3) o h(z)
=[(22 — 3)* +2(2z — 3) + 1] o h(z)
= [42% — 8z + 4] o h(x)
= [42? — 8z + 4] o [z + 2]
=4(x+2)* —8(x+2)+4
= 42% 4 8z + 4

Con este resultado hemos mostrado que la composicién de funciones es asociativa.

4. Funcién inversa

Consideremos la funcién biyectiva f : A — B como en el diagrama sagital.
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Fijemos la mirada en algin elemento de B como r. Notemos que existe un elemento x en A tal que
f(x) = r, de hecho dicho elemento es 2:

f@2)=r
Para los demas elementos tenemos que

f)=p

f2)=r

fB3)=q

f4)=s

En base a lo anterior podemos definir una funcién denominada f~! que busca las preimagenes de B
segun la funcién f(z), es decir, para cada elemento y en B, esta funcién obtiene aquel x en A tal que
y = f(z). El diagrama sagital que describe tal situacién para la funcién anterior es:

f—l

B
[
q
r
s
Algebraicamente la funcién inversa de:
f A — B
o — f(a)=y
es
f_l . B — A
oy — [y =2

En resumen f~1(y) =z si y sélo si y = f(x)

4.1. ;Coémo encontrar la funcion inversa de una funcion?

No toda funcién tiene una inversa, ya que para que exista tal funcién es necesario que ésta sea
biyectiva. Veamos el siguiente ejemplo donde mostramos una técnica para hallar la funcién inversa.

S~ Ejemplo

Dada la funcién f(x) = 2x + 3 definida de R en R

1. Encontrar f~!(z).

10
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Solucién: f(x) es biyectiva!. Para encontrar f~! primero despejamos x en funcién de y = f(z).

flx)=2z+3
y=2xr+3
y—3 =22
y—3
I °_ 5
2
y—3
r="—-
2

Por definicién de la funcién inversa z = f~1(y) entonces,

_y—=3
2

Con esto ya hemos encontrado la funcién inversa de f pero se acostumbra a nombrar por z a la
variable de la funcién, por este motivo el segundo paso es renombrar la variable y por x.

- y—3
f 1(@/)—T

_:B—3

) =55

2. Hallar f~'o f.

Solucioén:

= f 12z +3)
_(22-3)+3
B 2

B 2 — 3+ 3

- 2

_ 2z

2

=X

Entonces f~!(f(x)) = x. Este resultado no es casualidad, de hecho se cumple para cualquier funcién
con su funcioén inversa.

Dada una funcién f(x) biyectiva cualquiera y su fun-
cién inversa f~!(x), entonces

FHf@) =2

!La demostracién la dejamos como ejercicio.

11
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5. Grafica de una funcién

La grafica de una funcién corresponde a la representacién mediante una cur-  Beavhful Dane Moves

va en el plano cartesiano. Dicha curva se compone de todos los pares ordenados /\G(?f \%f 7(%?/ R

(x,y) tales que y = f(x). En lenguaje algebraico se escribe como: o ml mis il

Curva = {(z,9) | y = f(z)} R R &fg) @

Il P ,,o‘

Las graficas son igual de importantes que sus formas algebraicas porque % % ) W
nos permiten apreciar el comportamiento de éstas, identificar si tienen alguna )
= =

tendencia, dénde se intersectan, ciando son positivas, cuantas veces cruzan el
eje X, el dominio y recorrido entre otras.

La gréfica de cada funcion la veremos en los capitulos correspondientes a
ellas.

x crap.

# FEjercicios 1

1. Sea f(z) = 3z + 1 una funcién de R en R.

a) Determinar Dom(f)

b) Determinar Rec(f)

¢) Mostrar que f(x) es inyectiva

d) Mostrar que f(x) es sobreyectiva
e) Hallar f~(x)

f) Verificar que f~(f(z)) = =

2. Sea f(x) = a

C1l-z

a) Defina Dom(f) en los reales

(=)

Defina el recorrido de f(z) en los reales

)
)
) Calcule fofof
)
)
)

SN Y

. Es inyectiva la funcién?
e) +Es epiyectiva la funcién?

. Es biyectiva f(x)? y si lo es encuentre f~'(z)

S~
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