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1. Ecuacion de segundo grado

Es una igualdad donde la variable incégnita esta al cuadrado, la cual puede tener 2 soluciones dife-
rentes, 1 solucién o ninguna solucién.

1.1. Completa
En su manera mas completa la podemos escribir asi
0=az?+br+c

donde a, b, ¢ son constantes que pertenecen a R con a # 0. Las soluciones o raices de una ecuacion de
segundo grado se pueden hallar mediante las expresiones:

—b+ Vb? — dac —b—Vb?2 — 4dac

T = T =
2a 2a

Estos dos resultados se resumen asi:

_ —bx Vb —dac

2a

x

Esta expresién se conoce como solucién general de la ecuacién cuadratica. A la cantidad subradical
b? — 4ac se llama discriminante y se designa con la letra A. El discriminante A determina el niimero de
soluciones que tiene una ecuacion cuadratica.

= Si A > 0 la ecuacién cuadratica tiene dos soluciones reales diferentes. Esto se debe a que el término
VA de la solucién general existe.

= Si A = 0 la ecuacién cuadratica tiene dos soluciones reales iguales. Esto se debe a que el término
VA de la solucién general se cancela.

= Si A < 0 la ecuacién cuadrética no tiene solucién real. Esto se debe a que el término vA de la
solucién general no es un nimero real.

S~ Ejemplo

1. Hallar las soluciones de 2? — 4z +2 =0

Solucién: Considerando una ecuacién del tipo az? + bx + ¢ = 0, los coeficientes son a = 1, b = —4
y ¢ = 2. Ahora aplicamos la solucién general de la ecuacién de segundo grado.

—b+ Vb? — dac

v 2a
—(—4) £ /(42 —4-1-2
B 2-1
_ 4+/16-8
B 2
C4+2V2

2
=242

Las soluciones son z1 = 2 + /2 yxo=2— V2.
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2. ;Qué valores satisfacen la igualdad —4xz? + 8 = 12x7

Solucién: Si queremos usar la solucién general debemos reescribir la igualdad a una del tipo
0=az’+bx+c
Despejamos todo igualando a cero:
—42? +8 =122
0=4a” + 122 — 8
0=4(z*+ 3z —2)
0=z2%+3z-2

En el dltimo paso simplificamos la ecuacién dividiento todos los términos por 4. Ahora los coeficientes
sona=1,b=3y c= —2, por lo tanto las soluciones son:

—b+ Vb2 —4ac
2a
—34+./32-4-1-(-2)
2-1
-3£V9+38

2

—3+ 17
2

V17 -3 3+ V1T

Las soluciones son x1 = — y To = 5

€r =

1.1.1. Resolucién mediante factorizacion

Las ecuaciones cuadraticas pueden resolverse mediante la factorizacién de sus términos aplicando algtin
producto notable. Para entender el fundamento de este método estudiemos los siguientes ejemplos:

S~ Ejemplo
Resuelve cada una de las siguientes ecuaciones cuadraticas usando la factorizacion.

1. 22422+1=0

Solucién: Notemos que 22 + 2z + 1 corresponde al cuadrado de binomio de z + 1, por lo tanto:
2 +20+1=0
(z+1)*=0
(x+1)(z+1)=0
Tenemos un término, x 4+ 1, que multiplicado por si mismo es igual a cero, entonces no queda otra

que ese término sea igual a cero.
z+1=0

Despejando la incégnita obtenemos que x = —1.
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2. 22 -5x4+6=0

Solucién: Nuestro objetivo es buscar una factorizacién para z? — 5z + 6. Notar que lo podemos
factorizar de la forma (x + a)(x + b) preguntandonos, ;jqué nimeros multiplicados dan 6 y sumados
—57 La respuesta es —2 y —3, por lo tanto la factorizacién serd (z — 2)(z — 3):

22 —5x+6=0
(x—=2)(x—3)=0

Tenemos los términos * — 2 y «* — 3 que multiplicados dan cero, y la inica manera en que puede
ocurrir eso es que al menos uno de ellos sea igual a cero.

(x=2)(x—-3)=0<—=2—-2=062—-3=0

Si x — 2 =0 enrtonces x = 2, pero si x — 3 = 0 entonces x = 3. Con esto hemos encontrado las dos
soluciones para la ecuacién de segundo grado anterior. La notacién como conjunto soluciéon es:

S ={2,3}

1.2. Incompleta mixta

Se le denomina a una ecuacién cuadratica del tipo
az? +bx =0

La soluciéon de esta ecuacion la podemos obtener con la expresion para la solucién general de la
ecuacion completa, pero reemplazando ¢ = 0. Otra manera de resolverla es factorizando por x.

ar? +bxr =0
z(ax +b) =0
Como la multiplicaciéon de x con ax + b es igual a cero, entonces al menos uno de esos dos es igual

a cero. La solucion trivial de ecuacién incompleta mixta es x = 0, la otra soluciéon viene de suponer que
ax +b=0.

axr+b=0
ar = —b
b
r=——
a
Las soluciones de una ecuacién cuadratica incompleta mixta son x1 =0y x99 = ——.
a
1.3. Incompleta pura
Es la ecuacién cuadratica del tipo
az’+c=0
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Las raices de esta ecuacién las podemos obtener con la expresion para la solucién general de la ecuacion
completa, pero reemplazando b = 0. Otra manera de resolverla es despejar x.

ar’* +¢=0
ar® = —c
c
==
a
c
T=£4/——
a
. . sy & (& . .
Las soluciones de una ecuacién cuadrética pura son z1 = 4/—— y 22 = —,/——. La existencia de
a a

soluciones en los ntimeros reales depende de que ¢ y a tengan signos opuestos, de lo contrario, el argumento
de la raiz seria negativo.

2. Teorema de Cardano - Viete

Este teorema pone de manifiesto la relaciéon que existe entre una ecuacién y sus raices o soluciones.
Para una ecuacién cuadratica del tipo
ar’ +br+c=0

con soluciones x1 y x2 se cumplird que:

2.1. Suma de raices

La suma de las raices es ——, es decir:
a
Ty +T2=——
a

2.2. Producto de raices

T . , . c .
La multiplicacién de las raices es igual a —, es decir:
a
c
T1-To = —
a

2.3. Construccion de binomio

Si conocemos las soluciones x1 y x2, entonces podemos hallar la ecuacién cuadratica de la cual son
solucién escribiéndola como una factorizacién del tipo

(x —z1)(x—22) =0
Si desarrollamos esta factorizacién tendremos que la ecuacion cuadratica puede escribirse como:

22 — (21 + 22)T + 21 - T2
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Entonces si sabemos cuanto suman y cual es el producto de las raices, es muy facil saber una ecuacion
que cumpla con esas caracteristicas.

S Ejemplo
. ” ) 1
1. Hallar una ecuacién cuadratica tal que la suma de sus raices sea 57 el producto 6.

Solucién: Estamos pensando en una ecuacién cuadrética del tipo axz? + bz + ¢ = 0, por lo que
debemos hallar los coeficientes a, b y ¢. Sabemos por el teorema de Cardano - Viete que la suma de
las raices de una ecuaciéon cuadratica es:

b
T+ T2=——
a
Y la multiplicacién de las soluciones:
c
T -T2 = —
a
Del enunciado nos dicen que:
1
T+ X9 = —
1 2 5
por lo tanto
b 1
a 2
de lo que podemos desprender que
a=2b
Escrito de otra manera:
a
b=—
2
Como la multiplicacién de las raices es 6, podemos decir que:
c
Z =6
a
entonces
c = 6a

Si reemplazamos los valores obtenidos para a, b y ¢ en ax? 4+ bx + ¢ = 0 se obtiene:

ax’ +br+c=0

%)x—l—(Ga):O

ar® + (
2 1
a |z + 57 +6] =0
Como a # 0 podemos simplificar por a la ecuacién:
2 1
Asi encontramos la funcién cuadratica mas simple que cumple con lo pedido, pero exiten infinitas

funciones cuadraticas en donde las raices suman —3 y su producto es 6, todo depende del valor de

a
a que queramos dar en az? + ix + 6a = 0.
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¢, Qué ecuacion cuadrdtica tiene por suma de sus raices —10 y el producto es —247

Solucién: El dltimo resultado del teorema de Cardano - Viete dice que para las soluciones x1 y o

se cumplira que:

2 — (z1 +x)r+ 2120 =0

Conocemos la suma (z1 +x2 = —10 ) y la multiplicacién de las raices (z1 - x9 = —24), entonces una
ecuacién cuadratica que cumple con el enunciado es:

224+ 100 —24 =10

Pero no es la tnica, ya que podemos amplificar los términos de la ecuacién y las soluciones seran
las mismas. Por ejemplo, si amplificamos por —1 se obtiene:

—22—102+24=0

Esta ecuacion también cumple con que sus soluciones sumadas dan —10 y la multiplicaciéon es —12.

. Si se sabe que una de las soluciones de 22 = =92+ 50—k es 21 = 3, ;Cudl es el valor de la constante

k para que ésto sea cierto?

Soluciéon: Primero ordenamos la ecuacion:

22 +92+k—50=0

Del teorema de Cardano - Viete sabemos que la ecuacién cuadratica donde 1 y xo son soluciones
es:

22— (z1 + x2)T + 21 - T

Si aplicamos esto a la ecuacién del problema obtenemos que:

—(:El + 332) =9
y ademas
x1-29 =k —50
En el enunciado nos dicen que una solucién es 1 = 3. Reemplazamos esto en la primera igualdad:
—(ZL‘1 + 33'2) =9
—(3 + LEQ) =9
3 + T — -9
To = —12
Sabiendo que x1 = 3 y x2 = —12 resolvemos la segunda igualdad para depsejar k:
x1-x0 =k —>50
3-(—-12)+50=F
—36+50=F
4=k

Finalmente encontramos que k = 14.
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—b+ Vb? — dac

1. Sabiendo que para la ecuacién ax?® + bx + ¢ = 0 las soluciones estdn dadas por x = 5
a
muestre que:
c
a) x1+x2=—a b) -T2 =
2. Utilice la factorizacion con productos notables para hallar la solucién de cada ecuacion cuadrdtica.
a) 2 —2r+1=0 d) x> +4x = —4 g) 9— 6z =—2°
b) 22 +Tx+6=0 e) —2% =Tz +10 h) 22 = —/8x —2
) 222 + 14z +20 =0 f) 2% =5z + 36 i) 2%+ V12x = -3
3. Hallar una ecuacién cuadratica del tipo az? 4+ bx + ¢ = 0 que cumpla las siguientes caracteristicas:
a) Sus raices son —5y 4
1
b) Las raices suman 5 su producto es —12
4. ;Cudl es el producto de las raices de la ecuacién —2x2 + 3z — 57
5. ;Cudntas soluciones reales diferentes tiene la ecuacién x? + = + 30?7
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